LP 04 Mouvement d'un solide autour d'un axe fixe

Equilibrage statique et dynamique. Exemples

A) La liaison pivot


1) Définition et réalisation pratique:

Si on considère un solide S lié à un autre solide 
[image: image1.wmf]S

immobile (bâti), la liaison qu'ils ont entre eux est dit liaison pivot si elle n'autorise qu'un mouvement de rotation autour d'un axe 
[image: image2.wmf]D

fixe de S par rapport à 
[image: image3.wmf]S

.

Cette liaison peut être réalisée de plusieurs manières:

Perez p.345.


2) Liaison parfaite:

De manière générale, on dit qu'une liaison est parfaite si la puissance des actions mécaniques de contact (celles de 
[image: image4.wmf]S

sur S et donc celles de 
[image: image5.wmf]S

sur 
[image: image6.wmf]S

), qui ne dépend pas du référentiel d'étude, est nulle au cours du mouvement. 

Ceci implique, pour une liaison quelconque :
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Pour une liaison pivot, où le seul degré de liberté se réduit à une rotation d'axe 
[image: image8.wmf]D

, cette relation se réduit à:
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Ceci est donc équivalent au fait que la composante sur 
[image: image10.wmf]D

du moment des actions de contact est nul.

B) Etude du mouvement:


1) Détermination des équations générales:

Considérons un solide S en rotation autour d'un axe fixe sans frottement, c'est à dire que la liaison pivot entre S et le bâti est parfaite.

[image: image105.wmf]q

On considère le référentiel 
[image: image11.wmf](
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 lié au solide tel que le centre d'inertie du solide soit à tout instant dans le plan 
[image: image12.wmf]y
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. La rotation du solide dans 
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est caractérisée par l'ange 
[image: image14.wmf]q

.

Faisons le bilan des actions mécaniques sur le solide S:

· actions mécaniques de contact:

· la résultante 
[image: image15.wmf]R
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· le moment en O 
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· actions mécaniques extérieures (poids, couple moteur, forces d'inertie…)

· de résultante 
[image: image17.wmf]F
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· de moment en O 
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On note les composantes des actions dans la base liée au solide de la manière suivante:
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Nous choisissons comme base la base liée au solide 
[image: image23.wmf](
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Si on applique dans 
[image: image24.wmf]R

le théorème de la résultante dynamique, on obtient:
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En écrivant alors en coordonnées cylindriques (c'est-à-dire dans la base choisie) cette relation, on obtient, avec 
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Si on veut appliquer le théorème du moment cinétique, il nous faut tout d'abord calculer le moment cinétique dans la base considérée du solide S.

Si on considère un petit élément de masse dm centré autour d'un point A, la contribution au moment cinétique total du solide de cet élément vaut:
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 et ses composantes dans la base 
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[image: image31.wmf](

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

-

=

dm

y

x

zdm

y

zdm

x

L

d

o

o

o

2

1

2

1

1

1

0

q

q

q

r

, car 
[image: image32.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

z

y

x

OA

1

1

 et 
[image: image33.wmf]0

0

0

1

1

1

1

1

x

y

z

y

x

OA

v

o

o

o

q

q

q

-

=

Ù

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

Ù

W

=

r

r


Le moment cinétique du solide est, par conséquent:
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,et en notant 
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, on peut écrire:
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On peut maintenant appliquer le théorème du moment cinétique au solide en O et on a:


[image: image39.wmf]R
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Comme on s'est placé dans la base R', il faut exprimer 
[image: image40.wmf]dt
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dans la base R, et on a:
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, d'après les lois de changement de référentiel pour la dérivation.

On a alors, en projection dans la base 
[image: image42.wmf](
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Au départ on n'avait qu'une inconnue, qui était 
[image: image44.wmf](
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, mais l'introduction des forces de liaisons en a introduit six autres. On se retrouve donc avec six équations et sept inconnues. On doit donc pour résoudre le problème introduire une relation supplémentaire:

· soit sur la nature du mouvement, ce qui détermine 
[image: image45.wmf](
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 (on peut par exemple supposer 
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o

=

q

, et déterminer les actions exercées par la liaison sur le solide).

· soit sur la nature de la liaison. Par exemple si on la suppose parfaite, on a 
[image: image47.wmf]0
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, ce qui enlève une inconnue. On peut également imposer un couple moteur, ce qui détermine N'.

Si on veut se convaincre que l'utilisation de lois mécaniques autres que phénoménologiques n'apportent absolument rien de plus au problème, on peut par exemple appliquer le théorème de l'énergie cinétique au solide S:

On a 
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, et la puissance des actions mécaniques extérieures se réduit à:
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Le théorème de l'énergie cinétique indique que:
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 en écartant la solution sans aucun intérêt 
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On retrouve alors la dernière équation obtenue lors de l'application du théorème du moment cinétique.


2) Exemple : machine tournante:

Une machine tournante est un solide de révolution constitué généralement par le rotor d'un moteur, l'arbre de transmission et le rotor d'une machine utilisatrice.

Le moteur exerce un couple fixé par son alimentation 
[image: image55.wmf]z
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et la machine utilisatrice exerce également un couple imposé par sa nature 
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. On suppose par ailleurs qu'il y a des frottements visqueux, qui exercent un couple de frottement 
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Le théorème du moment cinétique appliqué à ce solide s'écrit alors selon 
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, ce qui s'écrit également, en posant 
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On détermine alors directement, avec les conditions initiales 
[image: image65.wmf]0
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On s'aperçoit alors que:

· pour la vitesse de régime

· cette vitesse est atteinte d'autant plus vite que les frottements sont grands et le moment d'inertie petit

· elle est d'autant plus grande que les frottements sont petits (rôle des lubrifiants) et que le moment moteur résultant 
[image: image69.wmf]r
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est élevé. En particulier, cette vitesse de régime est plus grande lorsque la machine fonctionne à vide que lorsqu'elle est en charge.

· Pour le travail en régime stationnaire, celui-ci ne sert "qu'à" maintenir la vitesse constante. Toute l'énergie fournie par le moteur est dissipée par les frottements, et cette énergie est d'autant plus élevée que la vitesse est grande.

· Volant d'inertie. Si on rajoute un couple supplémentaire 
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 entre les instants 
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, quelle est la variation relative de la vitesse de rotation 
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? Le théorème de l'énergie cinétique nous donne 
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. Il en résulte que 
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. Cette variation est donc d'autant plus faible que 
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 est grand. C'est donc pour cela que l'on rajoute parfois un volant d'inertie sur l'axe de rotation des machines.

Remarque: Les liaisons qui relient le système au moteur et à la machine utilisatrice sont totalement imparfaites. En effet, la puissance de ces actions sur le système ne sont pas nulles, et c'est d'ailleurs bien là tout l'intérêt du système…

C) Equilibrage statique et dynamique:


1) Nécessité de l'équilibrage:

On a vu que le solide exerçait sur le bâti un torseur d'actions mécaniques 
[image: image77.wmf]{
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. Par ailleurs, les résultats obtenus dépendent de la nature du mouvement et des forces extérieures appliquées. L'équilibrage est la fait de rendre ce torseur indépendant du mouvement, ce qui nous permet de mieux maîtriser ces actions.

Par ailleurs, ces actions, lorsque le solide n'est pas équilibré, tendent à user plus rapidement les paliers qui soutiennent le solide S et donc l'équilibrage présente un intérêt technologique non négligeable puisqu'il permet de ralentir l'usure des pièces.

Nous allons montrer cette nécessité sur un modèle très simple.

Considérons un disque de masse m de rayon R, de centre d'inertie G, en mouvement de rotation autour de son axe 
[image: image78.wmf]D

, perpendiculaire au centre du disque en son centre géométrique O. On suppose alors qu'un légère inhomogénéité de la matière fait que G et O ne sont pas confondus.
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[image: image107.wmf]w

Lors de la rotation, l'axe s'incurve. On note alors x la flèche, distance entre la position du centre au repos O et la position O' de ce centre lors de la rotation. Nous supposerons pour simplifier que O, O' et G sont à tout instant alignés, et que l'axe de rotation, lorsqu'il est en flexion, est équivalent à un ressort de raideur k.

A l'équilibre en appliquant le PFD on a : 
[image: image79.wmf](
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, x tend vers l'infini, et donc que l'arbre casse.

Il est alors évident que ces effets vont conduire à une détérioration très rapide de l'arbre. Il faut donc réaliser un certain nombre de modification qui vont faire en sorte que la résultante des forces appliquées au solide soit nulle : c'est l'équilibrage statique.


2) Equilibrage statique:

Cet équilibrage statique est obtenu en plaçant G sur l'axe de rotation, comme le suggère l'exemple précédent. On a dans ce cas 
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 et donc, d'après les résultats du A)2):
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La résultante générale des actions extérieures est donc nulle. Lorsqu'on a fait cela, on dit que le système est équilibré statiquement, c'est-à-dire que l'on a ramené G sur l'axe de rotation.


3) Equilibrage dynamique:

On considère à présent un solide équilibré statiquement. Le torseur des actions extérieures est alors équivalent à un couple qui a tendance à tordre l'axe de rotation (composante non axiale). Pour éviter cela, il faut ramener le moment cinétique le long de l'axe, et donc que 
[image: image85.wmf]z
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 soient nuls. 

Ceci est réalisé si et seulement si l'axe de rotation est un axe de symétrie du solide.

On a alors, en utilisant les résultats du A)2):
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. Par ailleurs si la liaison est parfaite on a également 
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 On dit alors qu'on a réalisé l'équilibrage dynamique du système.


4) Exemple : équilibrage d'une roue:

On dispose d'une roue tournant autour de son axe géométrique dont le centre de gravité est décalé d'une distance r.

[image: image108.wmf]´
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Si on utilise une seule masselotte de masse 
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m

 et de coordonnées 
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pour équilibrer le système,

· l'équilibrage statique impose 
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· l'équilibrage dynamique impose 
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On voit alors que la seconde condition ne peut être remplie car, si 
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peut être possible car la répartition de masse peut être telle que C soit dans le plan 
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sans pour autant que ce plan soit un plan de symétrie de masse.

Il faut donc deux masselottes et cette fois, les conditions d'équilibrage s'écrivent:
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, ceci étant alors parfaitement réalisable (6 paramètres à fixer pour 4 relations). On voit entre autre qu'il faut que les deux masselottes soient situées dans deux plans différents car 
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