LP 26 Utilisation des propriétés de symétrie
Dans I'étude des champs électromagnétiques
Exemples

Intro: Nous avons vu que E était créé par une distribution de charges fixe et que B était lui
engendré par un distribution de courant (charges mobiles).

Nous allons ici étudier comment les symétries de ces distributions influent sur la symétrie
du champ électromagnétique créé, ainsi que quelques exemples d'utilisation témoignant du
caractére calculatoirement tres avantageux d'une étude préalable des symétries lors de la
détermination d'un champ électromagnétique a partir des sources qui I'engendrent.

A) Symétries du champ électrostatique E
1) Symeétries d'une distribution de charges

Considérons une distribution de charges quelconque. Considérons également un plan P et
un point M de la distribution de charges.

Soit M' le symétrique de M par rapport a P. On associe au points M et M' une charge
g=pdretqg=pdr.

P est un plan de symétrie pour la distribution de charges si, pour tout couple de points
symeétriques,ona q=¢'.

—>P est un plan d'antisymétrie pour la distribution de charges si, pour tout couple de points
symétriques, ona q=-q'.

Exemples:

-

Sphére uniformément
chargée : plan de
symétrie

2) Invariances d'une distribution

Une distribution est dite invariante par une transformation géométrique f si, en
M'=f(M),ona g(M)=q(M).

Exemples:
Fil infini invariance Cylindre infini
par translation invariance par rotation

autour de | 8xe



3) Symétries et invariances du potentiel et du champ E

Considérons une distribution de charge ayant un plan de symétrie (ou d antisymétrie):

Les contributions des points M et M "en P et P %5 Bcrivent, pour le potentiel:

dv(P)= 1 fda, df dapl, &f
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Orona PM =P'M’ et P’M = PM’ donc par intégration sur tout le demi volume, on a:
V(P)=ev(P)

Pour le champ E:
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Comme MP =M’P'= p, et M’P = MP'= p,, on a dE(P) = £.5ym(dE(P))

Démonstration, avec un repére cartésien avec y et z dans le plan de symétrie:
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Un petit schéma permet de conclure...

Conclusion:
-> Si la distribution présente un plan de symétrie, en appelant P "le symétrique de P par

rapport a ce plan, on a V(P) =V(P) et E(P) = sym(E(P))
-> Si la distribution présente un plan de symétrie, en appelant P ~le symétrique de P par
rapport & ce plan, ona V(P) = v(P) et E(P) = ~sym(E(P))



Corollaire:

-> en tout point d Bn plan de symétrie, le champ est dans ce plan

-> en tout point d Bin plan d antisymétrie, le champ est orthogonal a ce plan
et donc:

-> en un centre de symétrie, le champ est nul

- en tout point d Gin axe de symétrie, le champ est dirigé selon cet axe.

b) Invariances:

- invariance par translation:

Il ~ -

—>invariance par rotation:

On a directement E(P)= E(P’), et comme on peut choisir,
pour un point P donné, nfmporte quel plan orthogonal a |axe
dMvariance, on en déduit que le champ est invariant par
X P translation dans cette direction.

i

A Comme tout plan contenant |38xe de rotation est un plan de
symeétrie pour la distribution, on en déduit que:

E contenu dans tout plan contenant I'axe (en cylindrique, ceci
signifie que la composante orthoradiale du champ est nulle).
Par ailleurs, toute rotation étant décomposable en deux symétries

! planes, on en déduit que ”E” est constant sur un cercle orthogonal a A

et centré sur | tersection entre Aet le plan orthogonal & A contenant ce cercle (autrement dit
HEH ne dépend pas de 8)

4) Un exemple d Gtilisation:
Déterminons le champ électrique créé par une sphere uniformément chargée.

M - (OM) est un axe de symétrie pour la distribution donc

E est porté par cet axe : il est radial
—>la distribution est invariante par rotation selon & et ¢

donc ”EH ne dépend pas de & et ¢ .
On applique alors le théoréme de Gauss:

= AS — _Qin
JJE.dS— E.4rm? —E—Ot...



B) Symétries du champ magnétique B.

1) Rappels mathématiques sur la symétrie d Bin vecteur:

Si les coordonnées de A sont[a,B,y], les
R / . coordonnées de son (anti)symétrique sont
A A Rie-ca,eB.ey].

> A+B'= sym(A)+ sym(é) = wm(ﬁ& B)

> .sym(A) = sym(A .A)

> sym(A) O wm(é) = —sym(A 0 E) et donc (g.sym(A)) 0 sym(B) = —s.sym(f-\ 0 E)
2) Symétrie d Bne distribution de courant:

>si j’=symj alors le plan est un plan de symétrie

>si j’=-sym alors le plan est un plan d &ntisymétrie
On notera donc j'= £.symy .

3) Symétrie et invariance du potentiel vecteur A et du champ magnétique B:

Considérons une distribution de courant présentant un plan de (anti)symétrie.
Evaluons comme pour V les contributions des courants jet j’en P etPT

dA(P)=% L ) r=tog) (S g,
TPM  PM 4t o, P,

dA(P)=Hog L 1 Hyr-Fog)  EYM g,
A P’M  P'M’ 4 p, o}

i) = o o). £y _ o 3T oy
armg P, Pr 4ar | o

dA(P) = s.sym(dA(P))

Pour le champ magnétique, on a:

dE(P) = Ho Hi OPM . 5.(symT)DWH
4y P} i
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Conclusion:
- Si la distribution de courant présente un plan de symeétrie, alors la distribution du

vecteur A est symétrique par rapport & ce plan, tandis que ce plan est un plan d 3ntisymétrie

pour la distributions du vecteur B.
- Si la distribution de courant présente un plan dantisymétrie, alors la distribution du

vecteur A est antisymétrique par rapport a ce plan, tandis que ce plan est un plan de symétrie
pour la distributions du vecteur B.

Corollaires:

->En tout point d Bin plan de symétrie, A appartient & ce plan et B est orthogonal & ce plan.
-En tout point d tin plan de symétrie, A est orthogonal & ce plan et B appartient a ce plan.
> En tout point d in axe de symétrie, B =0 et A est porté par cet axe.

> En tout centre de symétrie, A et B sont nuls.

4) Invariances:

- Comme toute translation est décomposable en deux symétries planes, on en déduit que si
une distribution est invariante par translation, alors les distributions des vecteurs Aet B le

sont également.
—>idem avec les rotations
5) Un exemple d Gtilisation: le fil rectiligne infini:
-

Invariance par translation selon z. donc B ne dépend pas de z

T Tout plan contenant Ozest un plan de symétrie donc B est orthoradial.
—>théoréme d Ampére

Pour le calcul de A, on utilise HB.dézfAdr, en utilisant un contour rectangulaire

passant par | 3xe et par le point et, & une condition initiale A(0) prés, on détermine A



