LP 36 Propagation dans un milieu dispersif:

Vitesse de phase, vitesse de groupe.

Paquet d'onde plane et évolution

Exemples.

Onde plane. Relation de dispersion. Vitesse de phase.

Onde dans un plasma. Dépendance de la vitesse de phase en pulsation.

Exemple à deux ondes : vitesses de l'enveloppe.

Paquet d'onde en créneau, milieu non dispersif.

Paquet d'onde en créneau dans un milieu dispersif. Etalement du paquet d'onde. Exemple de la fibre optique. Exemple des vagues.

Introduction: nous avons précédemment étudié la propagation des ondes dans diverses situations, et constaté qu'une telle propagation était régi par une équation de d'Alembert du type 
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, et nous avons vue que la solution la plus simple de cette équation était l'onde plane progressive monochromatique de type 
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, et nous nous sommes limités à cette solution en disant que toute solution de cette équation était décomposable en une somme d'ondes planes progressives monochromatiques. Cependant, jusqu'à présent, nous n'avons ni discuté de la réalité physique de la vitesse c qui apparaît dans l'équation de d'Alembert, ni du comportement d'une onde réelle, c'est-à-dire autre qu'une onde plane progressive. C'est ce que nous allons étudier aujourd'hui dans le détail, les résultats obtenus s'appliquant à tout type de propagation ondulatoire.

A) Onde plane. Vitesse de phase:


1) Relation de dispersion:

Considérons pour commencer la propagation des ondes électromagnétiques dans le vide. On sait que l'équation de propagation s'écrit, à une dimension, pour le champ électrique de l'onde:
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, avec 
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, vitesse de la lumière dans le vide. Nous savons de l'étude des phénomènes ondulatoires qu'une solution de cette équation est du type onde plane, soit 
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. Insérons alors cette solution dans l'équation de propagation.
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, ce qui implique que pour que cette solution soit solution de l'équation de propagation, il faut que 
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Si à présent on se place dans un milieu transparent, l'équation de propagation et légèrement modifiée par rapport à celle dans le vide et s'écrit:
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, et si on insère une solution du type onde plane dans cette équation, on obtient 
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De manière générale, la relation obtenue ainsi donnant 
[image: image10.wmf](
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 est appelée relation de dispersion pour un milieu donné. Elle caractérise la relation qu'il y a entre la fréquence temporelle et la fréquence spatiale de l'onde.


2) Vitesse de phase:

Dans les deux exemples précédent, et ceci est un constat valable pour tout phénomène de propagation, on constate que l'on a fait apparaître une vitesse, qui éventuellement dépend de 
[image: image11.wmf]w

, et que l'on retrouve dans l'équation de propagation. 

Pour comprendre le contenu physique de cette vitesse, réécrivons l'expression de l'onde plane en se servant de la relation de dispersion: 
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Considérons alors une partie de l'onde plane, définie à l'instant 
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et à la position 
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A l'instant 
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, cette partie d'onde plane va se retrouver en une position définie par 
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, et donc à la position 
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. La vitesse v que nous avons mis en évidence tant dans l'équation de propagation que dans la relation de dispersion est donc la vitesse à laquelle la phase de l'onde plane se propage, et donc elle est appelée vitesse de phase et est notée 
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Cependant, on a vu que par exemple dans la propagation d'une onde électromagnétique dans un milieu transparent, cette vitesse de phase dépendait de la pulsation via le facteur permittivité diélectrique relative 
[image: image20.wmf](
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Un tel milieu, où les phases des différentes ondes ne se propagent pas à la même vitesse, est appelé milieu dispersif. La dépendance de la vitesse de phase en 
[image: image21.wmf]w

implique que pour une onde constituée de plusieurs fréquences, les composantes spectrales de cette onde ne vont pas avoir des comportements similaires.

Un premier exemple nous est donné par les milieux transparents en optique. En effet, ici, la vitesse de phase est donnée par 
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, où n est l'indice optique du milieu, et on sait que lorsque de la lumière blanche arrive sur un prisme taillé dans un tel matériau, la lumière est décomposée en ses différentes composantes spectrales. On dit alors qu'il y a eu dispersion de la lumière.


3) Limites de la vitesse de phase:

Considérons une onde électromagnétique plane se propageant dans un plasma. Comme il existe des courants induits par le champ électromagnétique dans un tel milieu, l'équation de propagation de l'onde s'écrit:
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Il faut alors une relation constitutive du milieu, liant le champ électrique au courant volumique, comme la loi d'Ohm dans les conducteurs. Celle-ci nous est donnée en appliquant le principe fondamental de la dynamique

On peut alors montrer que 
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. L'équation de propagation s'écrit alors, en notation complexe:
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, d'où on tire la relation de dispersion: 
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, ou bien 
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. Ici la vitesse de phase perd un peu sa signification physique, et on voit qu'elle dépend de 
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et vaut:
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. La vitesse de phase dans un plasma est donc supérieure à la vitesse de la lumière(!). Cette vitesse ne peut donc en aucun cas désigner la vitesse de propagation de l'onde, ou tout du moins celle de l'énergie qui lui est associée, la relativité interdisant aux transferts d'informations de se déplacer à une vitesse supérieure à la vitesse de la lumière dans le vide.

Il nous faut donc trouver une autre vitesse caractéristique, s'appliquant aux ondes réelles.

B) Paquets d'onde, vitesse de groupe.

Le problème qui se pose alors est que l'onde plane progressive n'est pas une solution ayant une réalité physique. Elle est en effet spatialement illimitée, ce qui n'est pas acceptable physiquement. A cet égard, il est d'ailleurs difficile de définir réellement la propagation de l'onde plane différemment que de la propagation de sa phase, celle-ci étant la seule chose qui se déplace dans l'onde plane.

En fait les solutions de propagation physiquement acceptables sont des combinaisons linéaires continues d'ondes planes, appelés paquets d'ondes. Nous reviendrons un peu plus tard dessus. Commençons juste ici par un cas simple.


1) Propagation de deux ondes planes monochromatiques:

Considérons une onde définie par 
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Cette onde s'écrit également 
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, où il y a les valeurs moyennes et les écarts entre les grandeurs. Si on suppose alors que 
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, on observe une onde qui va avoir l'aspect de battement. On voit alors que le facteur de plus grande période, appelé facteur de forme ou enveloppe, se déplace, d'après les résultats du premier paragraphe, à la vitesse 
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, et que l'oscillation du type onde plane à l'intérieur de cette enveloppe se déplace à la vitesse de phase moyenne 
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. On voit donc que la structure de l'onde se déplace avec une vitesse à priori différente de la vitesse de phase.

Cependant l'extension spatiale de l'onde reste ici aussi illimitée, et nous devons en fait considérer une solution de l'équation de propagation qui est une somme infinie d'ondes planes pour avoir quelque chose de physiquement acceptable.


2) Paquet d'ondes planes:

Considérons donc une onde qui s'écrivent 
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. Pour simplifier, donnons à la fonction 
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l'allure d'un créneau de largeur 
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 et de hauteur 
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Plaçons nous au départ dans une situation non dispersive, c'est-à-dire d'une relation linéaire entre k et 
[image: image41.wmf]w

.

L'onde s'écrit alors:
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, soit 
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, ce qui donne 
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L'onde a alors l'aspect suivant. Elle est donc modulée par une enveloppe de largeur 
[image: image45.wmf]dw
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. Cette onde, solution de l'équation de propagation par linéarité est appelée de manière assez évidente paquet d'ondes planes. Dans le cas dans lequel on s'est placé pour illustrer la notion de paquet d'ondes planes, on voit que l'enveloppe se déplace toujours à la vitesse de phase. Ceci constitue une autre caractérisation d'un milieu non dispersif: dans un milieu non dispersif, un paquet d'onde se déplace à la vitesse de phase.


3) Paquet d'onde plane dans un milieu dispersif.

Maintenant que nous nous sommes dotés de la notion de paquet d'onde, regardons comment nous allons pouvoir caractériser la propagation d'une onde réelle dans un milieu dispersif.

Reprenons donc un paquet d'onde plane, de forme générale 
[image: image46.wmf](
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, dans un milieu caractérisé par une relation de dispersion 
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. Décomposons alors la courbe représentant cette relation de dispersion en petits bouts sur lesquels on pourra linéariser la relation de dispersion sous la forme 
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, ces petits bouts étant limités par deux pulsations 
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 et 
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. Ainsi on va pouvoir décomposer le paquet d'onde en petits paquets d'ondes 
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 et 
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Ceci est l'expression d'une onde plane progressive de pulsation 
[image: image55.wmf]0
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, mais dont l'amplitude (et donc l'enveloppe) n'est pas constant et est donnée par l'intégrale sur k. Or la dépendance de cette intégrale en x et t est donnée uniquement  par le terme en 
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[image: image57.wmf](

)

t

K

x

F

y

K

0

0

-

=

. On en conclut que l'enveloppe va elle aussi se propager, mais à la vitesse, appelée vitesse de groupe car elle représente bien la vitesse d'avancée du groupe d'onde plane, 
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On voit alors que, dans le cas où le milieu est dispersif, on a 
[image: image59.wmf]j
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. Il y a donc plusieurs caractérisations équivalentes d'un milieu dispersif:

· la relation de dispersion n'est pas linéaire

· la vitesse de phase dépend de 
[image: image60.wmf]w


· la vitesse de groupe dépend de 
[image: image61.wmf]w


· la vitesse de phase et la vitesse de groupe sont différentes. En effet, si elles sont égales, la relation 
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 mène par intégration à 
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Quel est alors le comportement d'un paquet d'onde dans un milieu quelconque?

Si le milieu n'est pas dispersif, alors on retrouve le résultat du paragraphe 2), c'est-à-dire que le paquet d'onde avance à la vitesse de groupe, qui est la vitesse de phase.

Par contre, si le milieu est dispersif, alors chacun des petits paquets d'ondes planes qui compose ce paquet d'onde va avancer avec une vitesse de groupe différente des autres. Il en résulte un étalement du paquet d'onde, les parties du paquet les moins rapides ayant tendance à rester à la traîne des parties les plus rapides.


Pour illustrer ceci, considérons la propagation d'une impulsion lumineuse, de pulsation moyenne 
[image: image65.wmf]0
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, et de largeur en pulsation 
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, dans une fibre optique dont la relation de dispersion peut s'écrire 
[image: image67.wmf](
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. La relation n'est pas linéaire, et donc le milieu est dispersif.

La vitesse de groupe d'une onde s'écrit alors 
[image: image68.wmf](
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[image: image69.wmf](
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. Comme attendu, la vitesse de groupe dépend de la pulsation, et il va donc y avoir un étalement du paquet d'onde. Nous allons ici étudier son étalement temporel, c'est-à-dire le temps pendant lequel un détecteur va capter l'onde en un point donné de la fibre, à une distance L de l'entrée de la fibre.
La largeur en pulsation implique une largeur en l'inverse de la vitesse de groupe qui vaut 
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Pour parcourir la distance L, la différence entre le temps de parcours de la plus basse fréquence et la plus haute va être 
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. Pendant le parcours de la distance L, la durée de l'impulsion s'est donc accrue de 
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. On voit par ailleurs que seul 
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 intervient, ce qui est normal étant donné que c'est lui seul qui implique la non linéarité de la relation de dispersion.


4) Exemples de milieux dispersifs:

Un premier exemple intéressant est le phénomène de la houle marine. On peut montrer que la relation de dispersion dans un tel milieu s'écrit 
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. Dans le cas de la houle, c'est-à-dire en haute mer, on a 
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. La relation de dispersion se simplifie alors 
[image: image78.wmf]gk

=

2

w

, et le milieu est toujours dispersif, et la vitesse de groupe s'écrit alors, en différenciant 
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On constate alors que ce sont les ondes de plus haut nombre d'onde, c'est-à-dire de plus grande longueur d'onde, qui se propagent avec la vitesse la plus grande. Ainsi, lorsqu'une dépression agit au milieu de l'océan, on voit apparaître sur les côtes avant l'arrivée de la dépression des vagues de grande longueur d'onde, que les météorologues appellent la houle longue.
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