LP 51 Phénomènes de résonance dans les systèmes linéaires.

Exemples.

Introduction: nous allons ici étudier le comportement de systèmes linéaires, en particulier d'oscillateurs, dans un régime d'oscillations forcées, c'est-à-dire lorsque l'on impose une excitation sinusoïdale au système.

En particulier nous étudierons un aspect fondamental des oscillations forcées, qui est la résonance, et qui correspond au fait que la puissance transférée au système par l'excitateur est maximale.

Nous commencerons donc par donner des exemples de systèmes linéaires, en en dégageant les similitudes, puis, en nous appuyant sur ces similitudes, nous étudierons et définirons la résonance dans le cas général, tout en faisant des retours fréquents sur les systèmes réels.

A) Systèmes linéaires:


1) Oscillateur mécanique:

On impose des oscillations forcées à un système mécanique du type pendule élastique typiquement de la manière suivante:

[image: image1.wmf](

)

g

m

v

e

l

x

x

K

a

m

x

S

r

r

r

r

+

-

-

-

-

=

a

0


L'équation différentielle qui régit le mouvement se déduit du principe fondamental de la dynamique:
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Si alors on introduit la pulsation propre de l'oscillateur 
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 et le temps de relaxation caractéristique de l'oscillateur 
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, alors l'équation s'écrit:
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2) Oscillateur électrique: circuit RLC série:


Ici on impose une tension 
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En introduisant alors la pulsation propre de cet oscillateur 
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1

0

=

w

 et 
[image: image13.wmf]R

L

=

t

, on obtient:


[image: image14.wmf](

)

f

w

w

t

+

=

+

+

t

L

u

q

dt

dq

dt

q

d

m

.

cos

1

2

0

2

2


On voit alors que cette équation est tout à fait similaire à l'équation des oscillations forcées d'un oscillateur mécanique, avec les correspondances:
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Nous étudierons donc par la suite uniquement le cas de l'oscillateur mécanique, l'étude de l'oscillateur électrique s'en déduisant par analogie.


3) Caractéristiques des oscillations forcées: 

La solution de l'équation différentielle est:
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. Au bout d'un temps plus ou moins long (de l'ordre de 
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), le régime transitoire disparaît et il ne reste plus que le second terme. Dans toutes la suite, nous nous placerons en régime sinusoïdal établi, c'est à dire pour 
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On utilise donc 
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On obtient alors, en insérant cette notation dans l'équation différentielle:
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On introduit alors le facteur de qualité 
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De ceci on peut en déduire l'expression complexe de la vitesse (c'est-à-dire de l'intensité) par 
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On définit alors une impédance mécanique, qui vaut 
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, dont on tire le module 
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 et la phase 
[image: image30.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

=

j

u

u

Q

v

1

arctan

f

.

On utilise alors ceci pour déterminer la puissance fournie, pour une pulsation donnée, à l'oscillateur par l'excitateur:
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Or 
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On a donc au final 
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Notons que l'utilité de cette puissance est, en régime établi, de compenser la puissance dissipée par les frottements. En effet, celle-ci vaut 
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B) Résonance:


1) Définition:

Si on étudie les variations de 
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en fonction de u, on s'aperçoit qu'elle passe par un maximum pour 
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Le pic est alors caractérisé d'une part par sa hauteur à 
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On obtient alors l'équation 
[image: image45.wmf]0

1

2

=

-

-

Q

u

u

e

, dont les racines positives sont 
[image: image46.wmf]2

1

4

1

2

1

2

1

Q

Q

Q

u

+

+

-

=

 et 
[image: image47.wmf]2

2

4

1

2

1

2

1

Q

Q

Q

u

+

+

=

. La largeur à mi-hauteur vaut alors 
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Le facteur de qualité Q porte donc bien son nom. En effet, lorsqu'il est très grand, la résonance est aiguë, et lorsqu'il est très petit, la résonance est floue.


2) Etude de X:

Calculons la valeur de u pour laquelle l'élongation devient maximale. Il suffit pour cela d'étudier la fonction 
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  et de déterminer son minimum.

On a 
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. On remarque alors que la résonance ne correspond à un maximum de l'élongation que lorsque 
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Ainsi la pulsation à laquelle la puissance maximale est transférée est la pulsation propre de l'oscillateur non amorti, alors que la pulsation à laquelle l'élongation est maximale est la pulsation propre de l'oscillateur amorti.

En ce qui concerne la phase de X par rapport à l'excitation, elle est déterminée par 
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, ce qui implique qu'à la résonance, X est en quadrature avec l'excitation.


3) Etude de la vitesse et de l'impédance:

L'amplitude de la vitesse s'écrit, comme on l'a vu, en fonction de u et Q:
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. On voit alors immédiatement que l'amplitude de la vitesse est maximale lorsque u=1, quel que soit l'amortissement, et donc qu'un moyen d'analyser la résonance est d'étudier la vitesse du système considéré (dans le cas électrique, il s'agit du courant): on dit qu'il y a résonance de vitesse.

En ce qui concerne la phase, elle vaut toujours, comme on l'a dit plus haut, 
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, ce qui signifie qu'à la résonance la vitesse et la force excitatrice sont en phase.

Pour le module de l'impédance, l'analyse se déduit directement de celle de v. Comme 
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, et que le module de la force excitatrice est constant, on en déduit qu'à la résonance le module de Z passe par un minimum. Ainsi un système linéaire présentera une impédance minimale sera minimale du point de vue de l'excitateur. Ceci se comprend assez bien dans le cas de l'oscillateur électrique. En effet, dans ce cas, la fréquence de résonance est celle pour laquelle les contributions de la self et du condensateur se compensent. L'impédance vaut alors uniquement R (analogue de 
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 en mécanique).


4) Transition vers la résonance:

Nous avons dit que, de manière générale, la solution de l'équation différentielle d'un oscillateur était:
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Ecrivons cette solution autrement, par soucis de simplicité:
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Supposons qu'initialement l'oscillateur soit au repos, c'est-à-dire 
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. Supposons à présent que l'amortissement soit faible, ce qui implique que 
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 . Par ailleurs, on ne s'intéresse qu'aux fréquences proches de la résonance et donc nous prendrons comme 
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La solution s'écrit alors:
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Deux cas sont alors intéressants à étudier:

a) Si 
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X se met alors sous la forme:
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. Ainsi, si la fréquence d'excitation est exactement égale à la fréquence de résonance, on observe dès le début le régime permanent, l'amplitude croissant au fur et à mesure jusqu'à sa valeur à la résonance. On peut également observer que si l'amortissement est faible, alors l'amplitude croît au départ linéairement jusqu'à sa valeur puisque 
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b) Si l'amortissement est nul et 
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X se met alors sous la forme, puisque 
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. Par ailleurs dans le cas de frottements nuls on a en permanence 
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On obtient donc, en reprenant l'expression de X dans le cas où Q est infini:
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Si on est près de la résonance, on a 
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. Introduisons alors l'écart en pulsation 
[image: image79.wmf]w

w

w

-

=

D

0

et la fréquence moyenne 
[image: image80.wmf]2

0

w

w

+

=

W

. On peut alors écrire X sous la forme 
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. Au voisinage de la résonance, on observe donc un phénomène de battements, l'amplitude étant modulée par une sinusoïde de grande période, cette période étant d'autant plus grande que l'on est proche de la résonance.

On peut d'ailleurs déduire de ceci un résultat intéressant.

Si il n'y a pas de frottements, l'expression de X devient, lorsque la pulsation excitatrice correspond exactement à celle de la résonance:
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. L'amplitude croît donc linéairement jusqu'à l'infini. Ceci est aisément observable avec deux oscillateurs couplés sur une soufflerie, les frottements étant alors négligeables.

Bien entendu ni l'amplitude ni l'énergie n'atteignent des valeurs infinies: leur rapide progression est stoppée par les non linéarités du système, à savoir dans ce cas la dislocation des liaisons entre les ressorts et les masses.


5) Cas des oscillateurs couplés:

Finissons rapidement sur le cas de systèmes linéaires à plusieurs degrés de liberté, et plus particulièrement sur l'exemple de deux ressorts couplés sans frottements:

Le ressort intérieur a la raideur k', et les ressorts extérieurs ont la raideur k, et les deux mobiles sont de même masse m. On a les équations:
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La résolution n'est pas ici notre propos, et nous donnerons les résultats sans démonstration:

On a, si on pose 
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 et 
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, coefficient de couplage. Rappelons juste que dans le cadre des oscillations libres, 
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sont caractéristiques des deux modes propres du système.

On remarque alors deux phénomènes:

· d'une part on retrouve la résonance classique des systèmes linéaires pour 
[image: image93.wmf]i
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, c'est-à-dire une augmentation brutale de l'amplitude des oscillations (ici la résonance de puissance correspond à la résonance d'élongation puisqu'il n'y a pas de frottements)

· d'autre part un phénomène d'antirésonance, pour 
[image: image94.wmf]a
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, où l'un des deux mobiles reste immobile et l'amplitude de l'autre passe par un minimum. Ainsi le ressort 1, la masse 1 et le ressort de couplage se comportent comme un ressort unique.

Les résultats de la résonance, tout du moins qualitativement, sont donc transposables à tout système linéaire à N degrés de liberté: il y aura phénomène de résonance à chaque fois que la pulsation excitatrice sera égale à la pulsation propre de l'un des modes de vibrations du système linéaire libre.
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